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Redes + Representaciones geométricas latentes
Instituto de cerebro de París

Longhena et al., Chaos, 2024

Cuantificación de las perturbaciones en redes de epilepsia

Nodos
Regiones cerebrales

Enlaces
Relación entre regiones cerebrales



Geometría de 
difusión en el 
mono Macaco

Geometría EuclídeaGeometría No Euclídea

Modificado de Boguna et al., Nature 
Reviews Physics, 2021

Hiperbólico Euclídeo

Captura Jerárquica Ideal para redes con estructura 
multiescalar Representación limitada

Geometría Formulación específica en el 
espacio

Métrica L2,
Interpretación directa en ℝ𝑞

Estabilidad numérica Soluciones sensibles a 
condiciones iniciales Robusta

Costo Computacional Alto Bajo

Impacto de resección de cerebro en 
pacientes de epilepsia

Guillemaud et al., npj Systems Biology and Applications, 2024



Evaluar si las representaciones euclidianas de redes funcionales cerebrales, 
construidas a partir de registros intracraneales, permiten identificar cambios 
en el estado funcional del cerebro. 

Caso de estudio:  La Epilepsia

Trastorno cerebral caracterizado 
principalmente por interrupciones 
recurrentes e impredecibles de la 
actividad cerebral normal

Objetivo



• Imagen de resonancia magnética (fMRI)

• Ultrasonido focalizado (fUS)

✓Electroencefalografía
✓Alta resolución temporal (1ms)
✓Registro directo de señales eléctricas
✓Practicidad

Electroencefalografía 
intracraneal 

Técnica quirúrgica invasiva que 
registra los campos eléctricos 
de la actividad sináptica

Zona
Izquierda

Zona
Derecha

Crisis

Registro de actividad cerebral

• Identificación y Prevención 
de crisis epilépticas

• Impacto de cirugía resectiva

Actualmente



Transformada 
de Hilbert

Chávez, M. et al. IEEE Transactions on Biomedical Engineering, 2003

✓Sensible a cambios sutiles en la dinámica de sincronización
✓Requiere ventanas temporales cortas (5s)

Le Van QM et al., Clin Neurophysiol, 2005

𝛿 (0.5 − 4 𝐻𝑧)
𝜃 (4 − 7 𝐻𝑧)
𝛼 (8 − 13 𝐻𝑧)
𝛽 (13 − 30 𝐻𝑧)
𝛾 (> 30 𝐻𝑧)

Tratamiento de las series de tiempo 
(Phase-Locking Value)



Para dos señales 
𝑥 𝑡 , 𝑦(𝑡) dentro de 
una misma  banda 

de frecuencia

Matriz de 
Conectividad
Mapeo de las 
interacciones 

cerebrales 

Tratamiento de las series de tiempo 
(Phase-Locking Value)

∈  ℝ

Relación de señal entre electrodos



Paciente 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Edad 47 30 18 25 27 27 39 31 25 38 30.7

Foco epiléptico
Temporal 
posterior 
izquierda

Multifocal

Giro 
frontal 

superior 
derecha

Medial 
temporal 
izquierda

Precentral 
izquierda

Temporal 
posterior 
izquierda

Temporal 
polar 

izquierda

Medial 
temporal  
izquierda

Medial 
temporal  
derecha y 
temporo-

polar

Medial 
temporal  
derecha y 
temporo-

polar

Número 
de 

contactos

SOZ 4 5 4 7 3 4 2 4 10 8

Nodos
EIZ 30 58 15 13 22 7 13 23 24 6

Otras áreas 14 5 22 12 9 10 25 5 7 17

Número 
de RS 
(días)

Preictales 2 10 3 2 2 2 11 1 3 2 ←

Interictales 6 1 8 10 2 4 3 16 9 10 ←

Relaciones de sincronización por Encefalografía Intracraneal / Matriz de conectividad           Enlaces

2019-2021Descripción de pacientes



Desbalance entre clases

Porcentaje de 
muestras preictales

Índice de desbalance



          

            

Paciente 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Días (8)

30 segmentos        20 segundos c/u



✓ Sencillo
X Puede ser arbitrario
X No garantiza 

conectividad global

Grafo Inicial Filtrado de Grafo

Ω: Conjunto de 
electrodos 𝑖

Minimum Spanning Tree

Construcción de redes de conectividad

Fijación de Threshold

Rubinov, M., et al., Neuroimage, 2010

✓Robusto a perturbaciones 
en la conectividad

✓Amplio uso y aceptación 
en neurociencia

Stam, C. J., et al., International 
Journal of Psychophysiology, 2014

Paciente con 28 electrodos



Grado Medio 𝒌 = 𝟑 

Número de enlaces 
incidentes sobre un nodo

Grafo Inicial Filtrado de Grafo

Ω: Conjunto de 
electrodos 𝑖

Tratamiento de redes de conectividad

Paciente con 28 electrodos Minimum Spanning Tree

De Vico Fallani, F. et al., PLoS 
computational biology, 2017



Embedding en un espacio Euclídeo

✓Reducción de dimensionalidad
✓Captura la conectividad de largo alcance y la estructura global de la red
✓Comparación directa entre redes a través de métricas interpretables

➢Difussion Maps
Discriminación entre sujetos sanos y con epilepsia

Interictal
Preictal

Chavez, M. et al., Physical 
Review Letters, 2010

Comparación de Dinámica entre Redes

X Alta dimensionalidad
X Ambigüedad en interpretación clínica 

de las métricas
X Comparar solo métricas agregadas 

ignora la estructura de la red



Métrica 𝑳𝟐 en ℝ𝒒

Dos puntos se proyectan cerca si 
poseen una fuerte conectividad 
funcional, lejos de otra manera

Método de reducción de dimensionalidad no lineal basado en la 
proyección espectral  de un proceso de difusión

Matriz de probabilidad de transición 𝑷
--Cadena de Markov--

Descomposición espectral

Difussion Maps

Distancia de difusión en Red
Dos puntos tendrán una distancia 
pequeña si están conectados por 
muchos caminos dentro de la red



Paciente con 11 electrodos/nodos

Descomposición espectral

1. Modos de difusión dominantes 2. Anclaje en ℝ𝑞

Fracción acumulada de 
información espectral en ℝ2  



Descomposición espectral

1. Modos de difusión dominantes

Mapa  de Difusión
          

            

Paciente con 11 electrodos/nodos (1 Día Interictal)

✓Conserva la estructura 

global del grafo de 

conectividad funcional

✓Proporciona una 

representación latente con 

interpretación dinámica

2. Anclaje en ℝ𝒒



Análisis de Procrustes Generalizado
Gower, J. C., Psychometrika, 1975

Alineación de las redes proyectadas en ℝ2

Reflexión  y Rotación

Escalamiento

Traslación



Paciente con 11 electrodos/nodos
Todos los segmentos de 4 días Interictales y 2 días Preictales

Existen nodos 
con  distribución 
potenciales para 
discriminación 

de estados 

Clasificar y 
Predecir



Distancia de Bhattacharyya

✓Distancia simétrica
✓ Incorpora la morfología de las distribuciones
✓Mayor distancia -> Mayor diferencia
X Sensible a la elección de la red de referencia

Identificación de Nodos Relevantes



21  Segmentos 
de referencia

80  Permutaciones 
para cada una

Persistencia de nodos 
representativos

Testeo de hipótesis nula
Construcción de distribuciones nulas 
empíricas mediante la aleatorización de 
etiquetas de clase.

Maris, E. and Oostenveld, R., Journal of neuroscience 
methods, 2007

Distribución nula por nodo (Z-score)



Discriminación de estado Preictal

Biomarcador Preictal ℬ

Función de Densidad de Probabilidad

Asignar una probabilidad relativa a un segmento de 
pertenecer a un estado Preictal 





Entrenamiento Testeo

Embedding alineado

3 nodos representantes
Asignación a clase por
Promedio Categórico 

de ℬ

Clasificación de estado Preictal Día 1 Día 6Día 3 Día 4 Día 5Día 2

Leave-One-Out Cross-Validation

Día 1 Día 6Día 3 Día 4 Día 5Día 2



Clasificación de estados Preictales
Paciente con registro de 12 días. Banda 𝐿𝑜𝑤 𝛾 

✓ Existencia de clasificación heterogénea por día
✓ Capacidad de clasificación



Métricas Matrices de confusión

Taza de verdaderos 
positivos

Para datos desbalanceados

Buena clasificación de ambas clases

Buena clasificación 
Preictal



Clasificación de estados Preictales
Métricas Globales

Cousyn, L., Epilepsia, 2023

Guillemaud, M., npj Systems Bioogy
and Applications, 2024

Sensibilidad 69%



Entrenamiento Testeo

Embedding alineado

3 nodos representantes
Asignación a clase por
Promedio Categórico 

de ℬ

Predicción de estado Preictal

Validación Pseudo-Prospectiva

Día 1 Día 6Día 3 Día 4 Día 5Día 2

Día 1 Día 6Día 3 Día 4 Día 5Día 2



                

    

    

                                

            

        

    

    

                            

    

                

                

Predicción de estados Preictales



Predicción de estados Preictales

Sensibilidad 78.58%

Cousyn, L., Epilepsia, 2023

Guillemaud, M., npj Systems Bioogy
and Applications, 2024



Conclusiones del trabajo
1. Las representaciones de redes en espacios euclídeos de baja dimensión, 

permiten discriminar los días Preictales.

2. El modelo planteado permite identificar nodos discriminativos específicos 
que se mantienen estables a lo largo del tiempo.

3. El biomarcador ℬ propuesto constituye una herramienta prometedora para 
la clasificación y predicción del riesgo de crisis.

4. El modelo alcanza niveles de desempeño competitivos en tareas de 
clasificación y predicción.

5. Las bandas 𝛿, 𝜃 𝑦 𝐿𝑜𝑤 𝛾 concentran la mayor parte de la información 
discriminativa, aunque su efectividad varia entre pacientes.



Para tener en cuenta …

❑El modelo es sensible a la elección del segmento de referencia Interictal. 

❑Es importante seguir explorando las ventajas y desventajas de los espacios 
geométricos en estos sistemas con estructuras jerárquicas.

❑No existe una banda universalmente optima. 



¡Gracias por su atención!



Euler (1736) 
Puentes de Königsberg

Erdös y Rényi (1950s) 
Formación de redes

Watts y Strogatz (1998) 
Redes Small-World

Barabási y Albert (1999) 
Redes Scale-Free

(2000s) 
Explosión Interdisciplinaria

Giorgio Parisi (2021) 
Premio Nobel



Focalizada
Wahid

Focalizada
Donal

Generalizada
Maya

Epilepsia
Es un trastorno cerebral caracterizado principalmente por interrupciones recurrentes e impredecibles de la actividad cerebral 
normal. Estas interrupciones, conocidas como crisis epilépticas pueden afectar funciones sensoriales, motoras y autonómicas, 
así como alterar el estado de conciencia, las emociones, la memoria, la cognición o el comportamiento (Fisher et al., 2005).

“El cerebro convulso” por Suzanne O'Sullivan



Variaciones frente al enfoque de redes complejas

Espectrogramas

Redes neuronales
Deep Learning

✓ Preservación de 
estructura espacial

✓ Proyección en espacios 
matemáticos 
interpretables

✓ Análisis estadísticos y 
geométricos sobre la 
estructura cerebral

Redes complejas

Sensibilidad 75.8%



Comparación de métodos de Neuroimagen

Deffieux, T., et al., Neuroscience, (2021) 

Cohen, I., et al,. Nature methods, (2015)



Series de tiempo

Red Cerebral Funcional

Análisis de Grafos
Bullmore and Sporns, Nature 

reviews neuroscience, 2019

Redes Complejas en Neurociencia

➢ Registro de actividad cerebral

➢ Construcción del grafo
➢ Filtrado

➢ Análisis del Grafo
➢ Anclaje al espacio Euclídeo

➢ Encefalografía



Transformada de Hilbert

Im

Re

𝐴𝑥

𝜃𝑥𝛿 𝜃 𝛼 𝛽 𝛾

Chávez, M. et al. IEEE Transactions on Biomedical Engineering, 2003

Tratamiento de las series de tiempo (Phase-Locking Value)

Métrica que cuantifica la consistencia temporal de la diferencia 
de fase entre dos señales oscilatorias a lo largo del tiempo.

✓ Sensible a cambios sutiles en la dinámica 
de sincronización

✓ Requiere ventanas temporales cortas (5s)
✓ Produce matrices estables y simétricas

Le Van QM et al., Clin 
Neurophysiol, 2005

𝛿 (0.5 − 4 𝐻𝑧)
𝜃 (4 − 7 𝐻𝑧)
𝛼 (8 − 13 𝐻𝑧)
𝛽 (13 − 30 𝐻𝑧)
𝐿𝑜𝑤 𝛾 (> 30 𝐻𝑧)
𝐻𝑖𝑔ℎ 𝛾 (> 30 𝐻𝑧)



Comparación de métodos de tratamiento de señal
Phase Locking Value vs weighted phase lag index



Construcción, tratamiento y anclaje de redes de conectividad cerebral

Grafo Inicial Filtrado de Grafo Matriz de Adyacencia

Ω: Conjunto de 
electrodos 𝑖

Minimum Spanning Tree

Kruskal, J. B., Proceedings of the American Mathematical society, 1956

Grado Medio 𝒌 = 𝟑 
Número de enlaces 
incidentes sobre un nodo

De Vico Fallani, F. et al., PLoS computational biology, 2017

✓ Robusto a perturbaciones en la 
conectividad

✓ Evita el sesgo introducido por la 
selección arbitraria de umbrales
(en comparación con otros métodos)

✓ Amplio uso y aceptación en 
neurociencia

Stam, C. J., International 
Journal of Psychophysiology, 2014

Stam, C. J., Nature Reviews 
Neuroscience, 2014



Embedding en un espacio Euclídeo

✓ Reducción de dimensionalidad

✓ Captura la conectividad de largo alcance y la 
estructura global de la red

✓ Comparación directa entre redes a través de 
métricas euclidianas estándar
• Estables
• Interpretables

✓ Facilidad de integración con aprendizaje 
automático
• Clasificadores
• Regresores

➢ Difussion Maps
Discriminación entre sujetos sanos y con 
epilepsia

Descripción Individual de Red

✓ Codifica la interacción 
entre electrodos

✓ Cuantifica patrones de 
sincronización neuronal 

✓ Puede capturar patrones 
espaciales y temporales

✓ Análisis dinámico con métricas topológicas 
• Grado, Camino corto, Modularidad

✓ Facilita la localización de nodos con comportamiento anómalo

Interictal Preictal

Chavez, M. et al., Physical Review Letters, 2010

Interictal

Preictal

Comparación de Dinámica entre Redes

X Alta dimensionalidad
X Alto costo computacional
X Ambigüedad en interpretación clínica 

de las métricas
X Comparar solo métricas agregadas 

ignora la estructura detallada de la red 
y la disposición espacial de conexiones



Difussion Maps Método de reducción de dimensionalidad no lineal basado en la proyección espectral  de un proceso de difusión

Métrica definida 𝐿2: 
Distancia de difusión

Matriz de probabilidad 
de transición 𝑷

--Cadena de Markov--

En Red
Dos puntos tendrán una 
distancia pequeña si están 
conectados por muchos 
caminos dentro de la red

Descomposición espectral

Reescritura

Condición para la reducción 
de dimensionalidad

Distancia  euclídea en ℝ𝑞

Construcción del 
Mapa  de Difusión

En Espacio Euclídeo
Dos puntos se proyectan 
cerca si poseen una 
fuerte conectividad 
funcional, lejos de otra 
manera.

Paciente con 11 electrodos/nodos



Difussion Maps

Métrica definida 𝐿2: 
Distancia de difusión

Matriz de probabilidad 
de transición 𝑷

--Cadena de Markov--

En Red
Corta si dos nodos están 
conectados por muchos 
caminos en la red, larga de 
otra manera

Descomposición espectral

Reescritura

Condición para la reducción 
de dimensionalidad

Distancia  euclídea en ℝ𝑞

Construcción del 
Mapa  de Difusión

En Espacio Euclídeo
Dos puntos se proyectan 
cerca si poseen una 
fuerte conectividad 
funcional, lejos de otra 
manera.

Paciente con 11 electrodos/nodos

          

            

Paciente con 11 electrodos/nodos (1 Día Interictal)

✓ Discriminación entre sujetos sanos y 

con epilepsia

✓ Es un método determinista

✓ Conserva la estructura global del 

grafo de conectividad funcional

✓ Proporciona una representación 

latente con interpretación dinámica



Comparación de métodos Reducción de Dimensionalidad

Isomap
Tenenbaum, J. B., Silva, V. D., & 
Langford, J. C. (2000). A global 
geometric framework for nonlinear 
dimensionality reduction. science, 
290(5500), 2319-2323.

UMAP
McInnes, L., Healy, J., & Melville, J. 
(2018). Umap: Uniform manifold 
approximation and projection for 
dimension reduction. arXiv preprint 
arXiv:1802.03426.

Difussion Maps
Coifman, Ranalysis, 21(1), 5-30..
R., & Lafon, S. (2006). Diffusion
maps. Applied and
computational harmonic



Alineación de las redes proyectadas en ℝ2

Análisis de Procrustes Generalizado
Método estadístico multivariado que compara y alinea múltiples 
elementos matriciales dentro de un espacio euclídeo común.

Gower, J. C., Psychometrika, 1975

Centrado (        )

Referencia y Alineamiento (       )

Conjunto de 𝐾 matrices

De la forma

𝑀(0)

Minimización de distancia de Frobenius

Mediante Single Value Decomposition

Matriz de rotaciones y reflexiones



Alineación Total de las redes proyectadas para un paciente

Paciente con 11 electrodos/nodos
Todos los segmentos de 4 días Interictales y 2 días Preictales

Agrupación espacial de nodos 𝑖

Distribución espacial varía antes 
de la aparición de una crisis 
epiléptica

Duncan, D., Clinical Neurophysiology, 2013

Discriminar estas diferencias 
espaciales localmente con 

modelos gaussianos 
bivariados

Clasificar y Predecir estados 
Preictales



Biomarcador Preictal ℬ

Discriminación de estado Preictal

Identificación de Nodos Relevantes

Cuantificación de diferencia en distribución local
Distancia de Bhattacharyya

✓ Distancia simétrica
✓ Incorpora la morfología de las distribuciones
✓ Mayor distancia -> Mayor diferencia
X Sensible a la elección de la red de referencia

Testeo de hipótesis nula
Construcción de distribuciones nulas empíricas mediante 
la aleatorización de etiquetas de clase.

Interictal Preictal

Antes

Después

Maris, E. and Oostenveld, R., Journal of neuroscience methods, 2007

21  Segmentos 
de referencia

80  Permutaciones 
para cada una

Distribución nula por nodo (Z-score)

Paciente con 14 electrodos/nodos



Métricas usadas

Bhattacharyya
Wasserstein

𝐷𝑊 = 𝑚1 − 𝑚2
2

+ 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 𝐶1 + 𝐶2 − 2 𝐶2

1

2𝐶1𝐶2

1

2

1

2

 

Se basa en la medida de las áreas solapadas 
bajo las curvas de probabilidad de las dos 
distribuciones.

Mide el "coste" mínimo necesario para transformar 
una distribución de probabilidad en otra.



Discriminación de estado Preictal

Biomarcador Preictal ℬ

Asignar una probabilidad relativa a un segmento 
de pertenecer a un estado Interictal o Preictal

El biomarcador se define como:

Función de Densidad de Probabilidad

✓ Determina la semejanza de un segmento “embebido” al patrón de 
distribución de un estado Preictal

X Discriminación pobre en ℬ cercanos a 1 -> Sensibilidad a la elección 
de red de referencia



Discriminación de estado Preictal

Biomarcador Preictal ℬ

Asignar una probabilidad relativa a un segmento 
de pertenecer a un estado Interictal o Preictal

El biomarcador se define como:

Función de Densidad de Probabilidad

✓ Determina la semejanza de un segmento “embebido” al patrón de 
distribución de un estado Preictal

X Discriminación pobre en ℬ cercanos a 1 -> Sensibilidad a la elección 
de red de referencia



Métricas usadas

Results of Martin Guillemaud et al. Epileptic seizure
forecasting with hyperbolic embedding of brain networks



Cuantificación de clasificación binaria



Propagacion de errores



Cuantificación de clasificación binaria



Costo computacional del embedding hiperbolico



SMOTE (Synthetic Minority Oversampling Technique)



SMOTE (Synthetic Minority Oversampling Technique)

SM
O

TE
N

O
RM

AL
Posibles Causas:
• Interpola linealmente pero 

difusión maps no es lineal
• Poca variabilidad sintética 

útil
• Puntos sintéticos terminan 

en regiones ambiguas 



Diffusion Maps en 3D

Duncan, D., Clinical Neurophysiology, 2013



Interictal Preictal

Antes

Después

21  Segmentos 
de referencia

80  Permutaciones 
para cada una

Persistencia de nodos 
representativos

Testeo de hipótesis nula
Construcción de distribuciones nulas 
empíricas mediante la aleatorización de 
etiquetas de clase.

Maris, E. and Oostenveld, R., Journal of neuroscience 
methods, 2007

Distribución nula por nodo (Z-score)
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